LCS (Longest Common Subsequence) (Cormen, Cap. 15.4)

» Entrada: Duas strings x[1...m] e y[1...n]
» Objetivo: Obter LCS(x,y): a maior string s comum a x e y.

Exemplo: S3 = LCS(51,Ss)

> S = ACCGGTCGAGT GCGCGGAAGCCGGCCGCAA
> S, = GTCGTTCGGAATGCCGTTGCTCTGTAAA
> S3 = LCS(51,5:) = GTCGTCGGAAGCCGGCCGAA

1. Propriedade da Subestrutura Otima
» Em linguagem popular, pergunta-se se “pedacos da solugdo Stima
sdo solugbes dtimas de pedagos do problema’.
» Exemplo: S} = GTCGTCGGAAGCCGGCCG é solugdo étima de
(LCS(51, 52)):
> S = ACCGGTCGAGTGCGCGGAAGCCGGCCGC
> S, = GTICGTTCGGAATGCCGTTGCTCTGTA




2. Equacao de Recorréncia - Algoritmo recursivo simples

» Seja les(i,j) = |[LCS(x[1...1],y[1...J])I

» (cs(0,)) =0; les(i,0) =0
» Comparar x; e y;: se igual, entra na LCS. Senio, x; ou y; ¢ LCS.
>

les(ig) = AU =Li=1) + 1 sexi=y
)= max{lcs(i — 1,j), lcs(i,j— 1)}, se x; # y;

LCS-rec(x,y,i,j)

1 se (i =0) ou (j = 0) entéo retorne 0

2 se (x; = y;) entao

3 retorne LCS-rec(x,y,i—1,j—1) + 1

4 sendo retorne max{LCS-rec(x,y,i —1,j), LCS-rec(x,y,i,j— 1)}



2. Equacao de Recorréncia - Algoritmo recursivo simples

Sobreposicdo de Subproblemas

» Chamada inicial: LCS-rec(x,y, m, n)

» Tempo Pior caso: [x =AA...Aey =BB...B]

» Exponencial Q(2mir{mnl})

» Indugdo: T(m,n)>T(m—1,n)+ T(mn—-1)>
2-T(m—1,n—1) > 2.2mn{mn}—1 — pmin{mn}

» Superposicdo: Instancias (m-1,n) e (m-1, n) chamam (m-1, n-1)
» Tempo Melhor caso: Polinomial - Linear ©(min{m, n}) [x=y]

LCS-rec(x,y,1,j)

1 se (i =0) ou (j = 0) entdo retorne 0

2 se (x; = y;) entdo

3 retorne LCS-rec(x,y,i—1,j—1) + 1

4 senao retorne max{LCS-rec(x,y,i —1,j), LCS-rec(x,y,i,j— 1)}



2b. Memoizagdo (Alg. Recursivo + memdria) - Top Down

LCS-memo(x,y, m, n, {cs)

1 parai+ 0até m (lcs[i,0] «< O

2 paraj<«QOatén  (lcs[0,j] < O

3 parai<+ 1até m:

4 para j < 1 até n:

5 les[iyj] <+ —1

6 retorne LCS-rec-memo(x,y, m,n,(cs)

LCS-rec-memo(x,y,i,j,{cs)

1 se ({cs[i,j] > 0) entdo retorne (cs|i, j]

2 se (x; = y;) entao

3 lesli,j] « LCS-rec-memo(x,y,i—1,j—1,0lcs) + 1
4 senao

5 lesli, j] < max{ LCS-rec-memo(x,y,i —1,j,lcs),

LCS-rec-memo(x,y,i,j —1,0cs) }

[e)]

retorne (cs|i, j]



3. Algoritmo p/ Valor Otimo (Bottom-up, n3o recursivo)

LCS-PD(x,y, m,n)

Criar matriz fcs[0...m, 0...n]
para i< Oaté m: (cs[i,0] «+ O
para j < 0 até n:  /lcs[0,j] «+ O
para j < 1 até m:
para j < 1 até n:
se (x; = yj) entao
les[iyj] « les[i—1,j—1] + 1

senao

© 00 N o G B W NN =

les[iyf] < max{ les[i — 1,/], les[i,j—1] }

—
o

retorne (cs[m, n]



3. Algoritmo p/ Valor Otimo (Bottom-up, n3o recursivo)

NINININN = O oM

W W[N] R R ol >
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Todas as solugdes étimas possiveis:
» BCBA BCAB BDAB



3. Algoritmo p/ Valor Otimo (Bottom-up, n3o recursivo)

NINININN =IO oM
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Todas as solugdes étimas possiveis:
» BCBA BCAB BDAB



3. Algoritmo p/ Valor Otimo (Bottom-up, n3o recursivo)

NIN[INN|N = OO0
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Todas as solugdes étimas possiveis:
» BCBA BCAB BDAB



3. Algoritmo p/ Valor Otimo (Bottom-up, n3o recursivo)
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Todas as solugdes étimas possiveis:
» BCBA BCAB BDAB



4. Algoritmo p/ obter uma Solucdo Otima (Bottom-up)

LCS-PD(x,y, m,n)

1 Criar matriz fcs[0...m, 0...n]

2 parai< 0até m (lcs[i,0] « O; R[i,0] « "1”
3 paraj<0atén  (lcs[0,j] « O; R[0,j] <« "«
4 parai<« 1até m:

5 para j < 1 até n:

6 se (x; = yj) entao

7 les[i,jl « lesli—1,j—1] + 1;  R[i,j] « "\
8 sendo se ((cs[i — 1,j] > lcs[i,j — 1]) entao

9 lesli,j] «  Lesli — 1,]; R[i,j] « “1"
10 senao
11 lesliyj] +  les[i,j—1]; R[i,j] < “«"

12 retorne lcs[m,n] e R

Tempo ©(m - n)



4b. Algoritmo p/ escrever a Solucio Otima (recursivo)

Print-LCS(x,y,i,j, R)

se i=0 ou j=0 entao retorne
se R[i,j] ="\" entdo
Print-LCS(x,y,i —1,j — 1, R); print x;
se R[i,j] ='+" entdo
Print-LCS(x, y,i,j — 1, R)
se R[i,j] =*1" entdo
Print-LCS(x,y,i — 1,j,R)

~N o a0 b~ w NN =

Tempo ©(m + n)



4b. Algoritmo p/ escrever a Solucio Otima (recursivo2)

Print-LCS2(x,y,i,j, R, LCS)

1 sei=0 ou j=0 entdo print LCS; retorne
2 se R[i,j] ="\" entdo

3 LCS + x;+LCS

4 Print-LCS2(x,y,i —1,j — 1, R, LCS)

5 se R[i,j] ="«" entdo

6 Print-LCS2(x,y,i,j — 1,R, LCS)

7 se R[i,j] ="1" entdo

8 Print-LCS2(x,y,i —1,j, R, LCS)

Tempo ©(m + n)



4b. Algoritmo p/ escrever a Solugdo Otima (nZo-recursivo)

Print-LCS(x,y, m, n, R, (cs)

1 LCS < 0; k < les[myn]; i < m; j < n
2 enquanto (i >0) e (j >0) faca
3 se R[i,j] ="\" entdo
LCS[k] + x;; k+ k=1, i+i—-1 j+j—1
sendo se R[i,j] ="«" entao
Je=i—-1

i+—i—1

4
5
6
7 senao
8
9 print LCS

Tempo ©(m + n)



Nimero exponencial de LCS's

Exemplo:

» letras aj,...,an € by, ..
> x = aijbjarbrazbs
> vy = biaibyarbszas
> LCS(x,y) = ajaas
> LCS(x,y) = ajaxbs
> LCS(x,y) = aibras
> LCS(x,y) = aibybs
> LCS(x,y) = biazas
> LCS(x,y) = biaxbs
» LCS(x,y) = bibyas
» LCS(x,y) = bibybs

., b, todas diferentes entre si

Ndmero de LCS's = 27, onde |x| = |y| = 2n.



